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RESUMEN

Se desarrolla una propuesta didactica para la ensefianza del concepto
Espacio Vectorial con el objetivo de lograr en el estudiante la coherencia
l6gica en la argumentacidon de las relaciones existentes entre los registros de
representacién analitico, geométrico y estructural del concepto objeto de
estudio. Se determin6é una escala para valorar la coherencia ldgica antes
mencionada y se propusieron tres niveles de desarrollo (formacion,
transformacién y conversién), con sus correspondientes criterios evaluativos.
Se describe la implementacion de la propuesta y se hace un estudio
experimental, longitudinal y prospectivo, donde la variable independiente fue
manipulada por los investigadores. Los resultados muestran que en los
grupos donde se implementd la propuesta los estudiantes tienen mejores
resultados pues hay mayor proporcién de estudiantes en los niveles de
transformacién y conversion. Se recomienda investigar los efectos de la
propuesta utilizando las tecnologias de la informacion y las comunicaciones.

PALABRAS CLAVE: espacios vectoriales; registros de representacion
semidtica; algebra lineal; propuesta didactica

DIDACTIC PROPOSAL FOR TEACHING THE VECTOR SPACE
ABSTRACT

A didactic proposal is developed for teaching of the concept of Vector Space
with the aim of achieving in the student the logical coherence in the
argumentation of the existing relationships between the registers of
analytical, geometric and structural representation of the concept under
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study. A scale was determined to assess the above-mentioned logical
coherence and three levels of development (training, transformation and
conversion) were proposed, with their corresponding evaluative criteria. This
article describes the implementation of the proposal and makes an
experimental, longitudinal and prospective study, where the independent
variable was manipulated by the researchers. The results show that in the
groups where the proposal was implemented the students have better
results. The results also show a higher proportion of students in
transformation and conversion levels. It is recommended to investigate the
effects of the proposal using information and communication technologies.

KEYWORDS: vector spaces; semiotic representation registers; linear algebra;
didactic proposal

INTRODUCCION

El perfeccionamiento de la educacién superior es una de las exigencias de la
sociedad actual para elevar el rigor y efectividad del proceso de ensefanza
aprendizaje de las diferentes asignaturas que deben cursar los estudiantes
universitarios (Cuesta, Escalante, y Méndez, 2013; Ricardo y Daysi, 2016).

En respuesta a dichas exigencias, son variadas las propuestas para
perfeccionar el proceso de ensenanza de la Matematica por las dificultades
que tradicionalmente presentan los estudiantes con esta asignatura; se
destacan entre ellas las dirigidas a los recursos didacticos para la ensefianza
de la Geometria (Pivatto y De-Carvalho, 2014), estrategias para la resolucion
de problemas matematicos (Alvarez, Alonso, Salgado, 2016), al desarrollo y
sentido algebraico (Aké, Godino, Fernandez y Gonzato, 2014; Planas, 2013)
y alternativas metodoldgicas para favorecer el trabajo independiente
(Ricardo y Daysi, 2016), entre otras.

Se destacan las propuestas relacionadas con el perfeccionamiento del
Algebra Lineal, (Sosa, Flores-Medrano y Carrillo, 2016; Vazquez, Romo,
Romo-Vazquez y Trigueros, 2016), que investigan sobre el de la ensefianza
de las matematicas del profesor, abordando el Algebra Lineal, asi como sus
aplicaciones con la practica ingenieril.

De forma general, las investigaciones actuales evidencian que es una de las
asignaturas en las que los estudiantes tienen mayores dificultades,
fundamentalmente en la formacidon conceptual, de manera que se aprecia un
fuerte predominio de la comprension instrumental y se evidencian
insuficiencias en su concepcion didactica, entre las cuales predominan las
propuestas relacionadas con la formacidn y comprension del concepto
Espacio Vectorial (Dorier & Sierpinska, 2001; Parraguez, 2009; Oktac &
Trigueros, 2010; Parraguez, 2013; Souto, 2013; Parraguez & Uzuriaga,
2014; Uzuriaga & Martinez, 2016; Iglesias & Alonso, 2017).
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Este concepto permite relacionar otros que son objeto de estudio en el
Algebra Lineal, como son dependencia lineal, base, generador, dimensién,
coordenada de un vector en una base y transformacion lineal, por lo que su
tratamiento didactico es de suma importancia para que los estudiantes
puedan distinguir e interpretar las relaciones conceptuales que se establecen
entre todo el sistema de conocimiento (Hernandez, 1989).

Pero, las insuficiencias en el tratamiento didactico en la formacion del
concepto Espacio Vectorial, han conllevado a que los estudiantes hagan
mayor énfasis en la utilizacion de procedimientos algoritmicos, tengan
dificultades en la comprension del significado del concepto, y con la
manipulacién y argumentacion de sus diferentes representaciones
semidticas, pues manipulan mecanicamente la representacién simbdlica de
este concepto como si fuera un objeto en si mismo, sin comprender su
significado y sin percibir las relaciones entre sus diferentes representaciones
(Dorier & Sierpinska, 2001).

La presente investigacion desarrolla una propuesta didactica para la
ensefianza del concepto Espacio Vectorial con el objetivo de lograr en el
estudiante la coherencia logica en la argumentaciéon de las relaciones
existentes entre los registros de representacién analitico, geométrico vy
estructural del concepto Espacio Vectorial.

MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

El sustento tedrico de la investigacidn estuvo relacionado con la transferencia
de registros semidticos, a partir del postulado siguiente: “hay comprensién y
apropiacién de un concepto matematico si el estudiante logra independizar el
objeto matematico de sus diferentes representaciones” (Radford, 2013;
Duval, 2006), y si esto se cumple, entonces, serd posible desarrollar en el
estudiante la siguiente cualidad: “coherencia logica en la argumentacion de
las relaciones existentes entre los diferentes registros de representacion
semidtica del objeto matematico”.

Lo anterior tiene su sustento en las investigaciones de Duval (2013) y
Radford (2016), quienes en sintesis plantean que estas representaciones son
el medio para que el estudiante materialice sus conocimientos, y pueda
hacerlos accesibles a los demas, y ademas, que estas transferencias son la
via idénea para propiciar la apropiacién de los conceptos por parte de los
estudiantes.

Estos autores plantean que la comprensidn e interiorizacion de los registros
de representacion semidtica y la transferencia entre ellos, constituyen las
herramientas que necesita el estudiante para su actividad matematica, pues
dada la generalidad de los objetos matematicos, esta es esencialmente una
actividad simbdlica, por lo que los conceptos matematicos no son
directamente accesibles a la percepcion del estudiante y no es posible
ensefarlos sin recurrir a la nocion de representacion.
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Lo anterior conlleva a la necesidad de concebir propuestas didacticas donde
lleve al estudiante a transitar por diferentes niveles, o estadios de
desarrollo, de forma tal que primero pueda trabajar con la formacidon de una
representacidon que puede identificarse como perteneciente a un registro
dado; en un segundo estadio, el proceso y transformacion de una
representaciéon dentro del registro donde fue creado, y finalmente la
conversién, es decir, la transformacién de una representacion semidtica de
un registro a otro.

PROPUESTA DIDACTICA

La funciédn de la propuesta didactica fue preparar al estudiante para
caracterizar el concepto de Espacio Vectorial a través de diferentes registros
de representacidén semiotica, asi como para comprender que la forma en que
existen los vectores de un Espacio Vectorial es a través de la combinacion
lineal.

Esta orientacion se hizo para que el estudiante comprendiera la formacion de
representaciones del concepto en sus registros: analitico, geométrico y
estructural y el tratamiento de cada una de las representaciones, el cual
consistio en la transformacion de la representacion dentro de un mismo
registro, asi como la conversién de las diferentes representaciones para
favorecer la coordinacion entre los diferentes registros.

La propuesta estuvo compuesta por tres etapas: la primera dirigida a la
orientacion analitica del concepto Espacio Vectorial, cuya funcidn fue orientar
al estudiante para caracterizar el concepto como un conjunto formado por
conjuntos ordenados de numeros de la forma, que cumplen las operaciones y
axiomas propios de la estructura algebraica correspondiente al Espacio
Vectorial.

La orientacion geométrica del concepto Espacio Vectorial fue la segunda
etapa, y su funcién fue orientar al estudiante para caracterizar el concepto
como el conjunto de vectores representados geométricamente en el plano
cartesiano o en el espacio tridimensional, que cumplen las operaciones y
axiomas propios de la estructura algebraica Espacio Vectorial.

Y, por Uultimo, la etapa de orientacién estructural del concepto Espacio
Vectorial tuvo la funcidn de orientar al estudiante para caracterizar el
concepto como una estructura algebraica.

Para el desarrollo de estas tres etapas se propicid que el estudiante
interpretara que la coordinacion de los procesos relacionados con las
operaciones de suma de vectores y multiplicacion por un escalar
perteneciente a un cuerpo numérico K, es esencial para que emerja el
concepto de Espacio Vectorial, y que la forma existencial de los vectores
dentro de estos espacios es la combinacion lineal de vectores.
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De ese punto de vista se realizaron tareas que el estudiante realizara la
conversidn entre las representaciones estructural, geométrica y analitica,
conservando el significado de cada representacion y develando su relacion
con la combinacién lineal de vectores, pero al mismo tiempo se trabajo la
representacién reflexiva de este concepto para que reconocieran que en
cualquiera de sus formas de representacidon semiodtica, su esencia es
generalizar todos sus elementos como una combinacion lineal de vectores.

IMPLEMENTACION PRACTICA

El objetivo de la implementacion fue lograr en el estudiante una coherencia
l6gica en la argumentacion de las relaciones existentes entre los diferentes
registros de representacidén del concepto Espacio Vectorial. Para ello se utilizd
la combinacion lineal de vectores como hilo conductor (Hernandez, 1989),
pues permiti6 mostrar el aspecto comun entre los registros de
representacién analitico, geométrico y estructural del concepto Espacio
Vectorial, evidenciando las relaciones existentes entre ellos, y de esta forma
orientar al estudiante para argumentar estas relaciones.

El hilo conductor permitidé estructurar las acciones didacticas de forma tal que
el contenido de estas propici6 que el estudiante comprendiera que el
concepto de combinacién lineal emerge de la construccién del concepto
Espacio Vectorial, a través de la coordinacién de los procesos relacionados
con las operaciones de suma y multiplicacion de vectores por un escalar
perteneciente a un cuerpo numeérico, lo cual se puede analizar desde lo
analitico, lo geométrico y lo estructural.

Se implementaron acciones didacticas dirigidas a preparar al estudiante
para:

Desde lo analitico:

e Interpretar la suma de “n-uplas” y el producto de un nimero real
por una “n-uplas” como operaciones binarias en dicho conjunto, y
contextualizar reflexivamente los axiomas de la estructura de
Espacio Vectorial en el conjunto Rn.

e Interpretar que cuando se suman las componentes de dos vectores
multiplicados por escalares pertenecientes a un cuerpo numeérico K
se obtiene un nuevo vector que es una combinacién lineal de los
vectores involucrados.

Desde lo geométrico:

e Comprender que geométricamente la suma de dos vectores u y v es un
nuevo vector, cuya construccién viene dada por la regla del
paralelogramo, y el producto de un numero real por un vector v
es un nuevo vector, que tiene la misma direccidon que v y el mismo
sentido que v si, o0 sentido opuesto.
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e Contextualizar reflexivamente los axiomas de la estructura de Espacio
Vectorial en los conjuntos R2 y R3.

e Interpretar que, si se realizan las operaciones con un numero finito de
vectores, se puede siempre obtener un nuevo vector que resulte de
expandir o contraer cada uno de los vectores, luego sumar los
vectores resultantes como una combinacidn lineal de estos y que las
caracteristicas de estos vectores pueden hacerse extensivas al
conjunto Rn, aunque ya no se pueda materializar geométricamente.

Desde lo estructural:

e Materializar y recodificar las operaciones binarias en elementos
cualesquiera de un conjunto relaciondndolo con la combinacién
lineal de vectores.

e Realizar la contextualizacidn reflexiva de los axiomas de las estructuras
algebraicas en un conjunto cualquiera para analizar si las
propiedades que posee corresponden a la estructura del Espacio
Vectorial y explicitar la relacion que existe entre la estructura
algebraica cuerpo y el concepto de Espacio Vectorial.

e Representar un conjunto sobre el cual se han definido previamente las
operaciones binarias de suma y multiplicacién por un escalar
perteneciente a un cuerpo numérico K, que satisfacen los axiomas
de grupo aditivo abeliano, y los axiomas de distributividad para la
multiplicacion que relacionan ambas operaciones

En todas las acciones didacticas anteriores se condujo al estudiante hacia
una representacion reflexiva del concepto Espacio Vectorial en cualquiera de
sus registros de representaciéon semidtica como un sistema que tiene una
estructura constituida por tres elementos:

e Conjunto.
e QOperaciones binarias.
e Axiomas.

Se establece entre ellos una relacién de jerarquia y subordinacién, de
manera que los axiomas el elemento de mayor jerarquia, y para que
reconociera que su funcionalidad es la generalizaciéon de todos sus elementos
como una combinacién lineal de vectores, estas relaciones deben dar lugar a
gue el estudiante manifieste coherencia légica en la argumentacion de las
relaciones existentes entre los registros de representacion analitico,
geométrico y estructural del concepto Espacio Vectorial, lo que significa que
se podra representar el concepto de Espacio Vectorial desde lo analitico, lo
geométrico y lo estructural, para que el estudiante comprenda que la forma
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en que existen los vectores de un Espacio Vectorial es a través de la
combinacién lineal.

Como parte de la propuesta se hizo necesario tener una escala para valorar
el efecto en los estudiantes, por eso se us6 de referencia la investigacion de
Baez, Martinez, Pérez y Pérez (2017) y se aplicd un criterio de expertos para
precisar los niveles para evaluar la coherencia ldgica en la argumentacion de
las relaciones existentes entre los registros de representacién analitico,
geométrico y estructural del concepto Espacio Vectorial, como se puede
apreciar en la Tabla 1.

Tabla 1 Niveles de coherencia logica en la argumentacion de las relaciones existentes entre los registros de
representacion analitico, geométrico y estructural del concepto Espacio Vectorial (elaborada por los autores)

Nivel Caracteristica del Objetivos de las tareas/criterios
nivel valorativos

Nivel 1: | Como la expresién del El estudiante reconoce,

Formacion nivel primario en el identifica, describe y argumenta
desarrollo de la que los Espacios Vectoriales
coherencia ldgica en estan  constituidos por tres
la argumentacién de elementos: conjunto,
las relaciones operaciones binarias y axiomas.
eX|s_tentes entre los El estudiante contextualiza desde
registros de | |5 analitico, lo geométrico y lo
repr,egentaaon . estructural los axiomas de la
analitico, geometrico estructura de Espacio Vectorial
Y estructural d_eI en el conjunto Rn.
concepto Espacio
Vectorial, donde se El  estudiante identifica el
trabaja cada una de concepto de Espacio Vectorial en
las representaciones el registro anallltiCO, geOmétriCO
(analiticas, y estructural.
geomeétricas y
estructurales) del
concepto. Espacio
Vectorial.

Nivel 2: | Como la expresion del El estudiante establece

Transformacion

nivel primario en el
desarrollo de la
coherencia logica en
la argumentacién de
las relaciones
existentes entre los
registros de
representacion

analitico, geométrico

relaciones conceptuales, entre
los diferentes axiomas vy las
operaciones para cada uno de los
registros de representacién del

concepto Espacio Vectorial
(analitico, geomeétrico o
estructural).

El estudiante reconoce,
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y estructural del
concepto Espacio
Vectorial, donde se
transforma cada una
de las
representaciones del
concepto Espacio
Vectorial, dentro del

mismo registro donde
fue creado (analitico,
geométrico 0
estructural).

identifica, describe y argumenta
gue la combinacién lineal de
vectores es el hilo conductor que
permite mostrar el aspecto
comun entre los registros de
representacion analitico,
geométrico y estructural del
concepto Espacio Vectorial.

El estudiante pone ejemplos de
otros Espacios Vectoriales, en
cualquiera de los registros de
representacién del concepto,
reflexionando sobre su
estructura interna y su relacion

con la combinacion lineal de
vectores.
Nivel 3: | Es el mas alto indicio El estudiante reconoce,
Conversién de desarrollo de la identifica, describe y argumenta
coherencia ldégica en las relaciones existentes entre
la argumentacién de los diferentes registros de
las relaciones representacion del concepto
existentes entre los Espacio Vectorial, de manera que
registros de utiliza la combinacion lineal de
representacion vectores como el hilo conductor
analitico, geométrico que permite mostrar el aspecto
y estructural del comun entre los registros de
concepto Espacio representacion analitico,
Vectorial, donde se geométrico y estructural

transforma de un
registro a otro, cada
una de las
representaciones

(analitico, geométrico

y  estructural) del
concepto Espacio
Vectorial.

El estudiante reconoce,
identifica, describe y argumenta
las unidades significantes de un
registro de representacién del
concepto Espacio Vectorial, para
corroborar o  verificar los

resultados obtenidos en otro
registro de representacién del
concepto.

El estudiante transforma una
representacion dada, del

concepto Espacio Vectorial, en
otra representacion en un
registro diferente, que conserva
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el significado de la
representacién inicial, pero al
mismo tiempo da otras
significaciones al objeto
representado.

VALIDACION DE LA PROPUESTA

En la investigacion se asumid la concepcion de Pérez (2006) de que la
evaluacién del aprendizaje es una de las funciones de la direccidon del
proceso de ensefianza aprendizaje, que se concibe desde la planificacion vy
organizacion del sistema de tareas.

Esta concepcion de la evaluacion plantea como una de sus premisas tedricas
el hecho de que el sistema de evaluacién se basa en el disefio del sistema de
tareas que debe desarrollar el estudiante, lo que justifica que los objetivos y
caracteristicas de las tareas disefiadas en esta investigacién se hicieran
corresponder con los criterios evaluativos.

Lo anterior justific6 que el contenido de cada una de las tareas que
desarrollaron los estudiantes se correspondid con cada uno de los criterios
valorativos declarados en la Tabla 1, y la secuencia de esas tareas tuvo la
l6dgica del transito por los niveles declarados, de forma tal que el estudiante
transitara del nivel de formacion, al de transformacion, hasta llegar al nivel
de conversién.

Algunos de las tareas desarrolladas en la validacién de la propuesta fueron:

e Dado un conjunto de Rn en el cual se definen dos operaciones, solicitar
al estudiante que identifique, describa y argumente qué es un
Espacio Vectorial, de manera que contextualice sus acciones desde
lo analitico, lo geométrico y lo estructural (Nivel 1).

e Dado un Espacio Vectorial en diferentes registros de representacion
(analitico, geométrico o estructural), solicitar al estudiante que
reflexione y argumente sobre las relaciones que existen entre los
diferentes axiomas y las operaciones, para que describa vy
argumente que la combinacidon lineal de vectores es el hilo
conductor que permite mostrar el aspecto comun entre los
diferentes registros de representacion analitico, geométrico y
estructural del concepto Espacio Vectorial (Nivel 2).

e Solicitar al estudiante que investigue y proponga ejemplos de Espacios
Vectoriales, en cualquiera de los registros de representacion del
concepto, de forma tal que reflexione y explique su estructura
interna y su relacién con la combinacion lineal de vectores (Nivel 2).
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e Proponer al estudiante ejemplos de Espacios Vectoriales en sus tres
formas de representacién (analitico, geométrico y estructural), y
solicitarle que identifique, describa y argumente las relaciones
existentes entre los diferentes registros de representacién, y que en
su argumentacion utilice la combinacién lineal de vectores como el
hilo conductor para mostrar el aspecto comun entre los registros de
representacion analitico, geométrico y estructural (Nivel 3).

e Solicitar al estudiante que demuestre que un conjunto dado es un
Espacio Vectorial, utilizando el registro de representacidon que
desee, debe describir y argumentar su demostracién, y que
corroborar o verificar los resultados obtenidos utilizando otro
registro de representacidon del concepto (Nivel 3).

e Solicitar al estudiante que investigue y proponga ejemplos de Espacios
Vectoriales, en cualquiera de los registros de representacion del
concepto, y que lo transforme a otro registro de representacion,
para argumentar que se conserva el significado de la representacion
inicial, pero al mismo tiempo da otras significaciones al objeto
representado, que puede ser el significado analitico, el geométrico o
el estructural (Nivel 3).

METODOLOGIA DEL ESTUDIO EXPERIMENTAL

Para evaluar el nivel de coherencia légica en la argumentacion de las
relaciones existentes entre los registros de representaciéon analitico,
geomeétrico y estructural del concepto Espacio Vectorial de cada estudiante,
se seleccionaron 25 expertos de diferentes lugares y grados cientificos
mediante la aplicacion del método Delphi, para validar los niveles
anteriormente descritos y se obtuvo que los niveles y sus criterios
evaluativos son adecuados para el objetivo de la investigacién.

Para el experimento se asumié la metodologia de Triana-Hernandez (2014),
por lo que se realizé un estudio longitudinal y prospectivo, donde la variable
independiente fue manipulada por los investigadores (Triana-Hernandez,
2014). El grupo de control como el experimental se estudian en el siguiente
periodo de tiempo: cursos académicos 2011-2012, 2012-2013, 2013-2014,
en los cuales no se aplicd la propuesta didactica, mientras que en los cursos
académicos 2014-2015 y 2015-2016 fue implantada.

Para analizar si existen diferencias significativas entre los diferentes grupos
de estudiantes de los diferentes cursos se realizaron las comparaciones
mediante pruebas de independencias de Chi-cuadrado (x2), implementados
en script escritos en el lenguaje estadistico R, el cual es considerado como
un entorno y lenguaje de programacién, con enfoque al analisis estadistico
(Pearson, 1900; Kleiber y Zeileis, 2008)
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Se contrastaron dos hipdtesis, una nula (HO) y otra alternativa (H1)
(Pearson, 1900), considerando como referencia la investigaciéon de Pérez
(2006), se plantearon las siguientes hipdtesis para esta investigacion:

e Hipdtesis nula, Ho: No hubo diferencia significativa entre la proporcion
de alumnos en el nivel 3y 2 entre el curso Xy el Y.

e Hipotesis alternativa, Hi: El grupo del curso Y tuvo una mayor
proporcién de alumnos en el nivel 3 y 2 que el del curso X.

e Considerando a=0.05 y el numero total de alumnos de la muestra M,
se analizd que si el p-value < a, se rechaza Ho y se acepta Hi, y en
caso contrario se acepta Ho.

Usando el lenguaje de programaciéon R, se implementaron los scripts que
permitieron realizar el test de Chi-cuadrado de Pearson, se utilizaron tablas
de contingencias para determinar si existian diferencias significativas entre
los diferentes grupos de estudiantes.

Un ejemplo de los script implementados es el siguiente, el cual fue utilizado
para comparar los grupos de estudiantes de los cursos 2013-2014 y 2015-
2016:

control<-¢(3,8,17)

experimental<-c(10,16,9)

estudiantes<-c("Curso 2013-2014", "Curso 2015-2016")
evaluaciones<-c("Nivel 3","Nivel 2","Nivel 1")

Matriz <- as.table(rbind(control,experimental))

dimnames(Matriz)<-
list(estudiante=estudiantes,evaluacion=evaluaciones)

(Xsg<-chisq.test(Matriz))
Xsq$observed
Xsq$expected
Xsq$residuals
Xsq$stdres

RESULTADOS

Los cursos académicos con el porciento de estudiantes clasificados en el nivel
1 fueron 2012-2013, 2011-2012 y 2013-2014, en los cuales no se habia
implementado la propuesta; sin embargo, luego de haberse aplicado en los
cursos 2014-2015 y 2015-2016, se disminuye el porciento de estudiantes
clasificados en el nivel 1 y aumenta el porciento de los estudiantes en el nivel
2 y 3, de manera que el curso 2015-2016 es el de mayor proporcion entre
los estudiantes en el niveles 2 y 3 con respecto al nivel 1 (Fig. 1).
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Figura 1 Clasificacion de los estudiantes por niveles (elaborado por los autores)

Los resultados obtenidos en las comparaciones de los estudiantes de los
distintos cursos muestran que los p-value del curso 2015-2016 con los
cursos 2011-2012, 2012-2013 y 2013-2014 son menores que a=0.05, por lo
que se rechaza HO y se aceptd H1, y se concluyé que hubo una mayor
proporcién de estudiantes con nivel 3y 2 en el curso 2015-2016.

Sin embargo, para la comparacion del curso 2015-2016 y 2014-2015, el p-
value > @, por lo que se acepta HO, considerandose que no hubo diferencia
significativa entre la proporcion de estudiantes en el nivel 3 y 2, lo cual es
l6gicamente aceptable ya que en estos dos cursos es donde se implemento la
propuesta.

Tabla 2 Resultados obtenidos en las comparaciones de los estudiantes (elaborada por los autores)

Cursos académicos X2 p-value Ho
2011-2012 vs 2012-2013 0.26849 0.8744 Acepta
2011-2012 vs 2013-2014 0.37472 0.8291 Acepta
2011-2012 vs 2014-2015 3.413 0.1815 Acepta
2011-2012 vs 2015-2016 11.858 0.00266 Rechaza

1
2012-2013 vs 2013-2014 1.16 0.5599 Acepta
2012-2013 vs 2014-2015 4.7777 0.09174 Acepta
2012-2013 vs 2015-2016 13.652 0.00108 Rechaza
5
2013-2014 vs 2014-2015 1.6283 0.443 Acepta
2013-2014 vs 2015-2016 8.2212 0.0164 Rechaza
2014-2015 vs 2015-2016 3.683 0.1586 Acepta

DISCUSION DE LOS RESULTADOS
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Se infiere de los resultados obtenidos que los estudiantes comprendieron la
utilidad de trabajar los cambios de representaciones semioticas, tanto dentro
de un mismo registro (nivel 2), como entre diferentes registros de
representacién (nivel 3), y que incorporaron este tipo de actividad como
herramientas para su trabajo matematico, contribuyéndose al desarrollo y
consolidacién de un correcto lenguaje algebraico, como via fundamental para
el desarrollo del pensamiento y de la comunicacion del concepto Espacio
Vectorial.

Se logrd, ademas, que los estudiantes identificaran el concepto en variadas
formas de representacidon, determinaran las caracteristicas y elementos
esenciales del concepto en diferentes formas, reconociendo a la combinacion
lineal como hilo conductor como la célula que genera al concepto de Espacio
Vectorial.

Teniendo en cuenta los presupuestos de Duval (2006), Radford (2013) y
Godino, Batanero y Font (2007) de que no hay comprension ni apropiacion
de un concepto matematico si este no se independiza de sus
representaciones, entonces se confirmd que la mayoria de los estudiantes
comprendieron y se apropiaron del concepto de Espacio Vectorial.

Sin embargo, no se desestimé la existencia de un considerable nimero de
estudiantes que quedan en el nivel 1, que aunque reconocen, identifican,
describen y argumentan que los Espacios Vectoriales estan constituidos por
tres elementos (conjunto, operaciones binarias y axiomas), contextualizan
los axiomas en el conjunto Rn, identifican el concepto en el registro analitico,
geométrico y estructural, no logran alto nivel de desarrollo de la coherencia
l6gica en la argumentacidon de las relaciones existentes entre los registros de
representacién analitico, geométrico y estructural.

CONCLUSIONES

Se demostré que en el proceso de enseflanza aprendizaje del concepto
Espacio Vectorial el objetivo no ha de ser que el estudiante lo describa, es
importante lograr en él la comprension de dicho concepto y la coherencia al
argumentar las relaciones existentes entre los registros de representaciéon
analitico, geométrico y estructural.

Esta coherencia debe distinguirse por los siguientes aspectos:

e Argumentacién de las relaciones existentes entre los diferentes
registros de representacion del concepto Espacio Vectorial,
utilizando la combinacion lineal de vectores como para mostrar el
aspecto comun entre los registros de representacion analitico,
geomeétrico y estructural

e Argumentacion de las unidades significantes de cada registro de
representaciéon del concepto Espacio Vectorial, para explicar los
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resultados obtenidos en otro registro de representacion del
concepto.

Es recomendable el estudio de otras propuestas que expliquen las formas y
herramientas que permitan articular su uso en el desarrollo de las
actividades docentes y en la orientacidn del trabajo de los estudiantes, con el
apoyo de las tecnologias de la informacion y las comunicaciones.
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